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Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Προβλήµατα χρονοδροµολόγησης

Ο ϱόλος της χρονοδροµολόγησης

Χρονοπρογραµµατισµός της εκτέλεσης ενός συνόλου δραστηριοτήτων

έχοντας περιορισµένους πόρους.

Πόροι : µηχανές ενός εργοστασίου, CPUs ενός υπολογιστικού

περιβάλλοντος κ.ο.κ

∆ραστηριότητες : λειτουργίες παραγωγής, προγράµµατα ενός υπολογιστή

κ.ο.κ

Στόχοι : ελαχιστοποίηση του χρόνου ολοκλήρωσης όλων των

δραστηριοτήτων κ.ο.κ

Θεωρία Προβληµάτων Χρονοδροµολόγησης (1950)

Οικονοµία (Επιχειρησιακή ΄Ερευνα), Πληροφορική (Βάσεις ∆εδοµένων,

Θεωρητική Πληροφορική)
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Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Τυποποίηση προβληµάτων

Μοντελοποίηση

΄Ενα τυπικό πρόβληµα χρονοδροµολόγησης αποτελείται από ένα σύνολο J, n

διεργασιών και ένα σύνολο M, m µηχανών. Κάθε διεργασία j ∈ J διαθέτει

έναν χρόνο επεξεργασίας pj καθώς και κάποιες προαιρετικές ιδιότητες (π.χ.

ένα ϐάρος wj , έναν χρόνο αποδέσµευσης rj , µία προθεσµία dj κ.ο.κ).

Οι µηχανές µπορεί να είναι πανοµοιότυπες ενώ η εκτέλεση των διεργασιών σ’

αυτές ενδεχοµένως να υπόκειται σε περιορισµούς (π.χ. preemption,

περιορισµοί προτεραιότητας κ.ο.κ).

Ο στόχος είναι να χρονοδροµολογήσουµε τις διεργασίες στις µηχανές έτσι

ώστε να ϐελτιστοποιήσουµε κάποια αντικειµενική συνάρτηση.
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Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Τυποποίηση προβληµάτων

Περιβάλλον µηχανών

Μοναδική µηχανή

Παράλληλες πανοµοιότυπες µηχανές

Γενικό πλήθος

Σταθερό πλήθος m > 1

Παράλληλες σχετιζόµενες µηχανές δεδοµένης ταχύτητας

Παράλληλες µη σχετιζόµενες µηχανές

Flow shop, Job shop
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Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Τυποποίηση προβληµάτων

Ενδεικτικές αντικειµενικές συναρτήσεις

Makespan

Cmax = max{C1,C2, . . . ,Cn}, όπου Cj ο χρόνος ολοκλήρωσης της διεργασίας

j σε δεδοµένη χρονοδροµολόγηση.

j pj

1 4

2 2

3 3

4 4

Γιώργος Ζώης (µ
∏

λ∀) Προσεγγιστικά Σχήµατα στη Χρονοδροµολόγηση Απρίλιος 2010 7 / 43



Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Τυποποίηση προβληµάτων

Ενδεικτικές αντικειµενικές συναρτήσεις

Makespan

Cmax = max{C1,C2, . . . ,Cn}, όπου Cj ο χρόνος ολοκλήρωσης της διεργασίας

j σε δεδοµένη χρονοδροµολόγηση.

j pj

1 4

2 2

3 3

4 4
12

C1C2

3 5 9 13

3 4

C3

p1p2p3 p4

M1 :

0

C4

Cmax = C4 = 13

Γιώργος Ζώης (µ
∏

λ∀) Προσεγγιστικά Σχήµατα στη Χρονοδροµολόγηση Απρίλιος 2010 7 / 43



Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Τυποποίηση προβληµάτων

Ενδεικτικές αντικειµενικές συναρτήσεις

Makespan

Cmax = max{C1,C2, . . . ,Cn}, όπου Cj ο χρόνος ολοκλήρωσης της διεργασίας

j σε δεδοµένη χρονοδροµολόγηση.

j pj

1 4

2 2

3 3

4 4

30 2 6 7

Cmax = C4 = 7

2 1

C1C2

p2

M2 :

M1 : 3 4

C3 p1

p4

C4

p3

Γιώργος Ζώης (µ
∏

λ∀) Προσεγγιστικά Σχήµατα στη Χρονοδροµολόγηση Απρίλιος 2010 7 / 43



Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Τυποποίηση προβληµάτων

Ενδεικτικές αντικειµενικές συναρτήσεις

Μέσος ϐεβαρηµένος χρόνος ολοκλήρωσης
∑

n

j=1
wjCj∑

n

j=1
Cj , wj = 1 για κάθε διεργασία j (συνολικός χρόνος ολοκλήρωσης)

j pj wj

1 4 1

2 2 1

3 3 1

4 4 1

Γιώργος Ζώης (µ
∏

λ∀) Προσεγγιστικά Σχήµατα στη Χρονοδροµολόγηση Απρίλιος 2010 8 / 43



Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Τυποποίηση προβληµάτων

Ενδεικτικές αντικειµενικές συναρτήσεις

Μέσος ϐεβαρηµένος χρόνος ολοκλήρωσης
∑

n

j=1
wjCj∑

n

j=1
Cj , wj = 1 για κάθε διεργασία j (συνολικός χρόνος ολοκλήρωσης)

j pj wj

1 4 1

2 2 1

3 3 1

4 4 1
12

C1C2

3 5 9 13

3 4

C3

p1p2p3 p4

M1 :

0

C4

Γιώργος Ζώης (µ
∏

λ∀) Προσεγγιστικά Σχήµατα στη Χρονοδροµολόγηση Απρίλιος 2010 8 / 43



Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Τυποποίηση προβληµάτων

Ενδεικτικές αντικειµενικές συναρτήσεις

Μέσος ϐεβαρηµένος χρόνος ολοκλήρωσης
∑

n

j=1
wjCj∑

n

j=1
Cj , wj = 1 για κάθε διεργασία j (συνολικός χρόνος ολοκλήρωσης)

j pj wj

1 4 1

2 2 1

3 3 1

4 4 1
12

C1C2

3 5 9 13

3 4

C3

p1p2p3 p4

M1 :

0

C4

3 5 9 13 = 30
∑4

j=1Cj = + + +

Γιώργος Ζώης (µ
∏

λ∀) Προσεγγιστικά Σχήµατα στη Χρονοδροµολόγηση Απρίλιος 2010 8 / 43



Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Τυποποίηση προβληµάτων

Ενδεικτικές αντικειµενικές συναρτήσεις

Μέσος ϐεβαρηµένος χρόνος ολοκλήρωσης
∑

n

j=1
wjCj∑

n

j=1
Cj , wj = 1 για κάθε διεργασία j (συνολικός χρόνος ολοκλήρωσης)

j pj wj

1 4 41

2 2 61

3 3 51

4 4 31
12

C1C2

3 5 9 13

3 4

C3

p1p2p3 p4

M1 :

0

C4

∑4
j=1wjCj = + + +51 · 3 61 · 5 41 · 9 31 · 13 = 1230
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Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Υπολογιστική Πολυπλοκότητα

Πολυπλοκότητα των προβληµάτων χρονοδροµόλογησης

Προβλήµατα Συνδυαστικής Βελτιστοποίησης

Τα περισσότερα ενδιαφέροντα προβλήµατα χρονοδροµολόγησης είναι

υπολογιστικά δύσβατα (NP-hard)

Προσεγγιστικοί αλγόριθµοι
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Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Υπολογιστική Πολυπλοκότητα

Προσεγγιστικοί αλγόριθµοι

Ορισµός

Θεωρούµε ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης Π και έστω συνάρτηση

ρ : Z+ → Q+
, µε ρ ≥ 1. ΄Ενας πολυωνυµικός αλγόριθµος A καλείται

ρ-προσεγγιστικός αλγόριθµος για το πρόβληµα Π, αν για κάθε στιγµιότυπο I του

Π ϐρίσκει µία εφικτή λύση f κόστους c(f) τέτοια ώστε,

c(f) ≤ ρ(|I|) · OPT(I), αν το Π είναι πρόβληµα ελαχιστοποίησης

c(f) ≥ 1

ρ(|I|) · OPT(I), αν το Π είναι πρόβληµα µεγιστοποίησης

Η τιµή ρ(|I|) καλείται παράγοντας (ή λόγος) προσέγγισης του προσεγγιστικού

αλγορίθµου A.
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Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Υπολογιστική Πολυπλοκότητα

Προσεγγιστικοί αλγόριθµοι

Ορισµός

Θεωρούµε ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης (αντίστοιχα µεγιστοποίησης) Π.

Μία οικογένεια Aε από (1 + ε)-προσεγγιστικούς αλγορίθµους για το Π, για

κάθε σταθερά 0 < ε < 1, αποτελεί ένα προσεγγιστικό σχήµα για το

πρόβληµα.

΄Ενα προσεγγιστικό σχήµα πολυωνυµικού χρόνου (PTAS) για το πρόβληµα Π
είναι ένα προσεγγιστικό σχήµα µε πολυπλοκότητα χρόνου πολυωνυµική ως

προς το µέγεθος της εισόδου.

΄Ενα πλήρες πολυωνυµικό προσεγγιστικό σχήµα (FPTAS) για το πρόβληµα Π
είναι ένα προσεγγιστικό σχήµα µε πολυπλοκότητα χρόνου πολυωνυµική,

τόσο ως προς το µέγεθος της εισόδου, όσο και ως προς το
1

ε .
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Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Περίληψη της µελέτης

Περίληψη της µελέτης

Ελαχιστοποίηση του makespan

PTAS σε

δύο παράλληλες πανοµοιότυπες µηχανές [WoegingerS01]
γενικό πλήθος παράλληλων πανοµοιότυπων µηχανών [HochbaumS87]
γενικό πλήθος παράλληλων πανοµοιότυπων µηχανών [WoegingerS01]

Ελαχιστοποίηση του µέσου ϐεβαρηµένου χρόνου ολοκλήρωσης

FPTAS σε δύο παράλληλες πανοµοιότυπες µηχανές [WoegingerS01]

PTAS στην περίπτωση που οι διεργασίες διαθέτουν δεδοµένους χρόνους

αποδέσµευσης σε

µοναδική µηχανή (µοναδιαία ϐάρη) [Afrati et al.99]
παράλληλες πανοµοιότυπες µηχανές (preemptive, non-preemptive) [Afrati
et al.99]
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Θεωρία Χρονοδροµόλογησης Περίληψη της µελέτης

Περίληψη της µελέτης

Χρονοδροµολόγηση µε δεδοµένες προθεσµίες σε µοναδική µηχανή

Ακριβείς ψευδοπολυωνυµικοί αλγόριθµοι για τα προβλήµατα

ελαχιστοποίησης του συνολικού ϐάρους των καθυστερηµένων

διεργασιών [LawlerM69]
µεγιστοποίησης της συνολικής ϐεβαρηµένης πρόωρης

ολοκλήρωσης [LawlerM69]
ελαχιστοποίησης της συνολικής ϐεβαρηµένης καθυστέρησης, όταν οι

διεργασίες διαθέτουν µία κοινή προθεσµία [LawlerM69]
ελαχιστοποίησης της συνολικής καθυστέρησης (µοναδιαία ϐάρη) [Lawler77]

FPTAS για τα προβλήµατα

ελαχιστοποίησης του συνολικού ϐάρους των καθυστερηµένων

διεργασιών [WoegingerS01]
ελαχιστοποίησης της συνολικής καθυστέρησης (µοναδιαία ϐάρη) [Lawler82]
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Ελαχιστοποίηση του συνολικού χρόνου ολοκλήρωσης σε µοναδική µηχανή

Σκιαγράφηση

1 Θεωρία Χρονοδροµόλογησης

Προβλήµατα χρονοδροµολόγησης

Τυποποίηση προβληµάτων

Υπολογιστική Πολυπλοκότητα

Περίληψη της µελέτης

2 Ελαχιστοποίηση του συνολικού χρόνου ολοκλήρωσης σε µοναδική µηχανή

Επισκόπηση του προβλήµατος

΄Ενα προσεγγιστικό σχήµα πολυωνυµικού χρόνου

3 Χρονοδροµολόγηση µε δεδοµένες προθεσµίες

Συναρτήσεις απώλειας

΄Ενα δυναµικό πρόγραµµα ψευδοπολυωνυµικού χρόνου

Εφαρµογές του δυναµικού προγράµµατος
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Ελαχιστοποίηση του συνολικού χρόνου ολοκλήρωσης σε µοναδική µηχανή Επισκόπηση του προβλήµατος

Γνωστά αποτελέσµατα σε µοναδική µηχανή

Αν δεν υπάρχουν περιορισµοί και επιπλέον ιδιότητες για τις διεργασίες

Βέλτιστη λύση σε πολυωνυµικό χρόνο [Smith56].

Κανόνας SPT (Shortest Processing Time)

Εκτέλεσε τις διεργασίες σε αύξουσα διάταξη ως προς το χρόνο

επεξεργασίας τους :

p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pn.
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Γνωστά αποτελέσµατα σε µοναδική µηχανή

Αν κάθε διεργασία διαθέτει έναν χρόνο αποδέσµευσης

Το πρόβληµα είναι strongly NP-hard [LenstraKB77]

e/(e − 1) ' 1.58-προσεγγιστικός αλγόριθµος [ChekuriMNS97]

PTAS [Afrati et al.99] ([Afrati, Bampis, Chekuri, Karger, Kenyon, Khanna, Milis,
Queyranne, Skutella, Stein, and Sviridenko 1999])

Η preemptive εκδοχή επιλύεται ϐέλτιστα σε πολυωνυµικό χρόνο [Baker74]:

Κανόνας SRPT (Shortest Remaining Processing Time)

Εκτελείται όπως ο SPT µε τη διαφορά ότι

µία εκτελούµενη διεργασία διακόπτει την εκτέλεση της όταν µία διεργασία

µικρότερου χρόνου επεξεργασίας αποδεσµευθεί.
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Η κεντρική ιδέα του προσεγγιστικού σχήµατος [Afrati et al.99]

Είσοδος : ΄Ενα σύνολο J, n διεργασιών. Κάθε διεργασία j ∈ J διαθέτει έναν

χρόνο επεξεργασίας pj και έναν χρόνο αποδέσµευσης rj .

Αντικειµενική Συνάρτηση : Ελαχιστοποίηση του συνολικού χρόνου

ολοκλήρωσης
∑

n

j=1
Cj .

Κεντρική ιδέα

Απλοποιούµε το αρχικό στιγµιότυπο εισόδου εφαρµόζοντας διάφορους

µετασχηµατισµούς έτσι ώστε να χρονοδροµολογήσουµε το µεγαλύτερο µέρος

των διεργασιών ϐάσει του κανόνα SPT. Οι εναποµείνασες διεργασίες ϑα είναι

σταθερές στο πλήθος και εποµένως µπορούµε να απαριθµήσουµε τις εφικτές

χρονοδροµολογήσεις τους σε σταθερό χρόνο.
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Μετασχηµατισµοί εισόδου

∆ιακριτοποιούµε τις τιµές των χρόνων αποδέσµευσης και επεξεργασίας.

Λήµµα (Γεωµετρική Στρογγυλοποίηση)

Θεωρούµε µία ϑετική σταθερά ε, 0 < ε < 1. Με απώλεια 1 + ε µπορούµε να

υποθέσουµε ότι κάθε χρόνος επεξεργασίας και κάθε χρόνος αποδέσµευσης

είναι ακέραια δύναµη του 1 + ε.

Κάθε χρόνος αποδέσµευσης ϑα είναι της µορφής Rx = (1 + ε)x , για

κάποιο x ∈ Z?+

∆ιαµερίζουµε το χρονικό ορίζοντα [0,
∑

j
pj + rmax ] σε γεωµετρικά

αυξανόµενα διαστήµατα
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Ελαχιστοποίηση του συνολικού χρόνου ολοκλήρωσης σε µοναδική µηχανή ΄Ενα προσεγγιστικό σχήµα πολυωνυµικού χρόνου

Μετασχηµατισµοί εισόδου

R2 Rx Rk

· · · · · ·
Ik

Rk+1

Ix

Rx+1R3

I2

R1

I1

Ix = [Rx , Rx+1), x = 1, . . . , k , όπου Rk+1 ≤
∑

j
pj + rmax

Rx+1 = (1 + ε)Rx

Ix = Rx+1 − Rx = εRx

Γιώργος Ζώης (µ
∏

λ∀) Προσεγγιστικά Σχήµατα στη Χρονοδροµολόγηση Απρίλιος 2010 20 / 43



Ελαχιστοποίηση του συνολικού χρόνου ολοκλήρωσης σε µοναδική µηχανή ΄Ενα προσεγγιστικό σχήµα πολυωνυµικού χρόνου

Μετασχηµατισµοί εισόδου

Θέλουµε οι χρόνοι επεξεργασίας των διεργασιών να µην είναι αυθαίρετα

µεγάλοι σε σύγκριση µε το µήκος του διαστήµατος στο οποίο αποδεσµεύονται.

Λήµµα

Με απώλεια 1 + ε µπορούµε να εξασφαλίσουµε ότι rj ≥ εpj για κάθε

διεργασία j.

Πόρισµα

Κατά την εκτέλεσή της, κάθε διεργασία διασχίζει το πολύ s = dlog1+ε(1 + 1

ε )e
διαστήµατα.
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Εφαρµογή του κανόνα SPT

Οµαδοποιούµε τις διεργασίες σε

µικρές : pj ≤ εIx και

µεγάλες : pj > εIx , όπου Ix είναι το διάστηµα στο οποίο αποδεσµεύεται η j

Λήµµα

Αν σε µία ϐέλτιστη χρονοδροµολόγηση κάθε διεργασία είναι µικρή, τότε ο

κανόνας SPT δίνει µία (1 + ε)-προσεγγιστική λύση στο πρόβληµα.

Σκιαγράφηση Απόδειξης.

Θεωρούµε µία ϐέλτιστη χρονοδροµολόγηση για την preemptive εκδοχή του

προβλήµατος όπου όλες οι διεργασίες είναι µικρές και µε απώλεια 1 + ε την

µετατρέπουµε σε non-preemptive.

επιστροφή

Γιώργος Ζώης (µ
∏

λ∀) Προσεγγιστικά Σχήµατα στη Χρονοδροµολόγηση Απρίλιος 2010 22 / 43



Ελαχιστοποίηση του συνολικού χρόνου ολοκλήρωσης σε µοναδική µηχανή ΄Ενα προσεγγιστικό σχήµα πολυωνυµικού χρόνου

Εφαρµογή του κανόνα SPT

Οµαδοποιούµε τις διεργασίες σε

µικρές : pj ≤ εIx και

µεγάλες : pj > εIx , όπου Ix είναι το διάστηµα στο οποίο αποδεσµεύεται η j

Λήµµα

Αν σε µία ϐέλτιστη χρονοδροµολόγηση κάθε διεργασία είναι µικρή, τότε ο

κανόνας SPT δίνει µία (1 + ε)-προσεγγιστική λύση στο πρόβληµα.

Σκιαγράφηση Απόδειξης.

Θεωρούµε µία ϐέλτιστη χρονοδροµολόγηση για την preemptive εκδοχή του

προβλήµατος όπου όλες οι διεργασίες είναι µικρές και µε απώλεια 1 + ε την

µετατρέπουµε σε non-preemptive.

επιστροφή

Γιώργος Ζώης (µ
∏

λ∀) Προσεγγιστικά Σχήµατα στη Χρονοδροµολόγηση Απρίλιος 2010 22 / 43



Ελαχιστοποίηση του συνολικού χρόνου ολοκλήρωσης σε µοναδική µηχανή ΄Ενα προσεγγιστικό σχήµα πολυωνυµικού χρόνου

Εφαρµογή του κανόνα SPT

Rx

· · · · · ·
Ix

Rx+1

· · ·· · · k l · · · k· · ·M :

SRPT
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Εφαρµογή του κανόνα SPT

· · · k· · ·

· · ·

l · · ·

R′
x+1

≤ εIx

Rx

· · ·
Ix

M :

SPT
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Μετατόπιση των µεγάλων διεργασιών

OPT : συνολικός χρόνος ολοκλήρωσης της ϐέλτιστης χρονοδροµολόγησης

Χρονικό κατώφλι : t = ε7 OPT

Παρατήρηση : το πολύ
1

ε7 διεργασίες µπορούν να ολοκληρώσουν την

εκτέλεση τους µετά το πέρας του χρόνου t

Ιδέα

΄Ολες οι µεγάλες διεργασίες που εκτελούνται πριν τη χρονική στιγµή t σε µία

ϐέλτιστη χρονοδροµολόγηση, µπορούν να καθυστερήσουν την

εκτέλεση-αποδέσµευσή τους, µε µικρή απώλεια (1 + 3ε), έως ότου γίνουν

µικρές.
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Μετατόπιση των µεγάλων διεργασιών

· · ·
Ix

· · · · · ·· · ·
Ix

t = OPTε7

Ix+k

≤ εIx+k

pj > εIx

Rx Rx+1 Rx+k Rx+k+1
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Απαρίθµηση εναποµεινασών διεργασιών

1 Με απώλεια 1 + 3ε µετασχηµατίζουµε το στιγµιότυπο εισόδου ώστε οι

µεγάλες διεργασίες να αποδεσµεύονται µετά το t

2 Με απώλεια 1 + ε επαναχρονοδροµολογούµε όλες τις µικρές διεργασίες

εφαρµόζοντας τον κανόνα SPT Λήµµα

3 Η συνολική απώλεια µέχρι τη χρονική στιγµή t ϑα είναι το πολύ

(1 + ε)(1 + 3ε)

Πόρισµα

Μετά το t ϑα έχουν αποµείνει να χρονοδροµολογηθούν το πολύ

(1 + ε)(1 + 3ε) 1

ε7 ≤ 3

ε7 διεργασίες.
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Ο Αλγόριθµος [Karger, Stein]

Αλγόριθµος 1 ΄Ενας προσεγγιστικός αλγόριθµος πολυωνυµικού χρόνου.

1. Εκτέλεσε τον κανόνα SPT έως ότου αποµείνουν
3

ε7 διεργασίες.

2. Απαρίθµησε όλες τις εφικτές χρονοδροµολογήσεις των εναποµεινασών

διεργασιών και επέλεξε την καλύτερη δυνατή.

Θεώρηµα

Ο Αλγόριθµος 1 ϐρίσκει µία (1 + ε)-προσεγγιστική λύση στο πρόβληµα

ελαχιστοποίησης του συνολικού χρόνου ολοκλήρωσης µε δεδοµένους

χρόνους αποδέσµευσης, σε χρόνο O(n log n + (3/ε7)!). Κατά συνέπεια,

αποτελεί ένα PTAS για το πρόβληµα.
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Χρονοδροµολόγηση µε δεδοµένες προθεσµίες
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Εισαγωγή προθεσµιών

Παρατήρηση

Τίθενται περιορισµοί όσον αφορά το χρόνο ολοκλήρωσης κάθε διεργασίας

ατοµικά.

Συναρτήσεις απώλειας

Κάθε διεργασία j έχει µία προθεσµία dj και µία συνάρτηση απώλειας που

εκφράζει το κόστος από την ολοκλήρωση της j εκτός της προθεσµίας της.
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Ενδεικτικές συναρτήσεις απώλειας

Συνολική ϐεβαρηµένη καθυστέρηση
∑

n

j=1
wjTj , όπου Tj = max {Cj − dj , 0} η καθυστέρηση µίας διεργασίας j

σε δεδοµένη χρονοδροµολόγηση.∑
n

j=1
wjTj , wj = 1 για κάθε διεργασία j (συνολική καθυστέρηση).

j pj dj wj

1 2 8 50

2 4 4 49

3 2 3 51

4 5 10 48
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∑4

j=1wjTj = +
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Συνολικό ϐάρος των καθυστερηµένων διεργασιών

∑
n

j=1
wjUj , όπου, για δεδοµένη χρονοδροµολόγηση, Uj =

{
0, αν Cj ≤ dj ,

1, αλλιώς.

j pj dj wj

1 2 8 50

2 4 4 49

3 2 3 51

4 5 10 48

επιστροφή
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Ενδεικτικές συναρτήσεις απώλειας

Συνολική ϐεβαρηµένη πρόωρη ολοκλήρωση
∑

n

j=1
wjEj , όπου Ej = max {dj −Cj , 0} η πρόωρη ολοκλήρωση µίας διεργασίας

j σε δεδοµένη χρονοδροµολόγηση.

j pj dj wj

1 2 8 50

2 4 4 49

3 2 3 51

4 5 10 48

E3 = 1

C1C2C3 C4

d1d3 d4d2

M :

0 2 3 6 8 104 13

∑4
j=1wjEj = 51 · 1 = 51
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Χρονοδροµολόγηση µε δεδοµένες προθεσµίες ΄Ενα δυναµικό πρόγραµµα ψευδοπολυωνυµικού χρόνου

΄Ενα γενικό πρόβληµα ελαχιστοποίησης της συνολικής

απώλειας σε µοναδική µηχανή [LawlerM69]

∆ιαθέτουµε n διεργασίες οι οποίες πρόκειται να χρονοδροµολογηθούν

διαδοχικά, ϐάσει µίας προκαθορισµένης διάταξης, 1, 2, . . . , n. Κάθε διεργασία

j µπορεί να χρονοδροµολογηθεί µε δύο διαφορετικούς τρόπους :

1 Η επεξεργασία της j διαρκεί aj µονάδες χρόνου, ενώ η απώλεια που

δηµιουργείται κατά την ολοκλήρωση της j τη χρονική στιγµή t , ισούται µε

l
(1)
j

(t)

2 Η επεξεργασία της j διαρκεί bj µονάδες χρόνου και η αντίστοιχη απώλεια

ισούται µε l
(2)
j

(t)

Ποιά ανάθεση διαφορετικών τρόπων πρέπει να κάνουµε στις n διεργασίες έτσι

ώστε να ελαχιστοποιήσουµε τη συνολική απώλεια της χρονοδροµολόγησης;
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Αλγόριθµος δυναµικού προγραµµατισµού

f(j, t) = η ελάχιστη συνολική απώλεια για τη χρονοδροµολόγηση των

πρώτων j διεργασιών, υπό τον περιορισµό ότι η διεργασία j ολοκληρώνεται

το πολύ µέχρι τη χρονική στιγµή t

f(0, t) = 0, (t ≥ 0),

f(j, t) = +∞, (j = 0, 1, . . . , n; t < 0),

f(j, t) = min





f(j, t − 1),

l
(1)
j

(t) + f(j − 1, t − aj),

l
(2)
j

(t) + f(j − 1, t − bj)




, (j = 1, . . . , n; t ≥ 0).

Πολυπλοκότητα χρόνου : O(nT), όπου T σταθερά (T =
∑

n

j=1
max{aj , bj})
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Χρονοδροµολόγηση µε δεδοµένες προθεσµίες Εφαρµογές του δυναµικού προγράµµατος

Ελαχιστοποίηση του συνολικού ϐάρους των καθυστερηµένων

διεργασιών σε µοναδική µηχανή

Είσοδος : ΄Ενα σύνολο J, n διεργασιών. Κάθε διεργασία j ∈ J διαθέτει έναν

χρόνο επεξεργασίας pj , µία προθεσµία dj και ένα ϐάρος wj .

Στόχος : Η εύρεση µίας διάταξης χρονοδροµολόγησης που ελαχιστοποιεί

την ποσότητα
∑

n

j=1
wjUj . ϐλ. συνάρτηση
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Είσοδος : ΄Ενα σύνολο J, n διεργασιών. Κάθε διεργασία j ∈ J διαθέτει έναν

χρόνο επεξεργασίας pj , µία προθεσµία dj και ένα ϐάρος wj .

Στόχος : Η εύρεση µίας διάταξης χρονοδροµολόγησης που ελαχιστοποιεί

την ποσότητα
∑

n

j=1
wjUj .

NP-hard υπό τη συνήθη έννοια [Karp72]
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Χρονοδροµολόγηση µε δεδοµένες προθεσµίες Εφαρµογές του δυναµικού προγράµµατος

Συνάφεια µε το γενικό πρόβληµα

∆ιαθέτουµε n διεργασίες οι οποίες πρόκειται να χρονοδροµολογηθούν σε µία

µηχανή, ϐάσει προκαθορισµένης διάταξης, µε απώλειες

l
(1)
j

(t) = 0, αν t ≤ dj ,

l
(2)
j

(t) = wj , αλλιώς,

ή ισοδύναµα lj(t) =

{
0, αν t ≤ dj ,

wj , αλλιώς.

Για δεδοµένη χρονοδροµολόγηση κατά την οποία µία διεργασία j ολοκληρώνει

την εκτέλεσή της σε χρόνο Cj , ϑα ισχύει ότι lj(Cj) = wjUj

Ερώτηµα

Με ποιά σειρά πρέπει να χρονοδροµολογήσουµε τις διεργασίες έτσι ώστε να

ελαχιστοποιήσουµε τη συνολική απώλεια
∑

n

j=1
lj(Cj);
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Κριτήριο ϐελτιστοποίησης

Παρατήρηση [Moore68, Rothkopf64]

Σε µία υποτιθέµενη ϐέλτιστη διάταξη οι διεργασίες µπορούν να διαχωριστούν σε

δύο διαφορετικές οµάδες : η πρώτη περιέχει τις πρόωρες διεργασίες σε EDD

διάταξη και η δεύτερη τις καθυστερηµένες διεργασίες σε αυθαίρετη διάταξη.

Οι διεργασίες της πρώτης οµάδας προηγούνται όλων των διεργασιών της

δεύτερης.

Κανόνας EDD (Earliest Due Date) [Jackson55, Smith56]
Οι διεργασίες χρονοδροµολογούνται σε αύξουσα διάταξη ως προς τις

προθεσµίες τους :

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn.
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Κριτήριο ϐελτιστοποίησης

Παρατήρηση [Moore68, Rothkopf64]

Σε µία υποτιθέµενη ϐέλτιστη διάταξη οι διεργασίες µπορούν να διαχωριστούν σε

δύο διαφορετικές οµάδες : η πρώτη περιέχει τις πρόωρες διεργασίες σε EDD

διάταξη και η δεύτερη τις καθυστερηµένες διεργασίες σε αυθαίρετη διάταξη.

Οι διεργασίες της πρώτης οµάδας προηγούνται όλων των διεργασιών της

δεύτερης.

e1 e2 . . . . . .ek tlt1

de1 de2 dek dt1 dtl

Ce1 Ce2 Cek Ct1 Ctl

EDD
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Χρονοδροµολόγηση µε δεδοµένες προθεσµίες Εφαρµογές του δυναµικού προγράµµατος

Εφαρµογή του δυναµικού προγράµµατος

ϑέτουµε

aj = pj , l
(1)
j

(t) = 0,

bj = 0, l
(2)
j

(t) = wj .

Ισοδύναµη µορφή του δυναµικού προγράµµατος

f(0, t) = 0, (t ≥ 0),

f(j, t) = +∞, (j = 0, 1, . . . , n; t < 0),

f(j, t) = min





f(j, t − 1),

f(j − 1, t − pj),

wj + f(j − 1, t)




, (j = 1, . . . , n; t ≥ 0).
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Πώς εξάγουµε µία ϐέλτιστη διάταξη χρονοδροµολόγησης;
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Επιπλέον εφαρµογές

Εύρεση ϐέλτιστων ψευδοπολυωνυµικών αλγορίθµων [LawlerM69]

Ελαχιστοποίηση της συνολικής ϐεβαρηµένης καθυστέρησης σε µοναδική

µηχανή, όταν οι διεργασίες διαθέτουν µία κοινή προθεσµία

Μεγιστοποίηση της συνολικής ϐεβαρηµένης πρόωρης ολοκλήρωσης σε

µοναδική µηχανή

Με µικρές τροποποιήσεις χρησιµοποιούνται στο σχεδιασµό FPTAS.
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Ανοιχτά προβλήµατα

Ελαχιστοποίηση του makespan σε γενικό αριθµό παράλληλων µη σχετιζόµενων µηχανών

Γνωστά αποτελέσµατα : 2-προσεγγιστικός αλγόριθµος [LenstraST90].
∆εν µπορεί να προσεγγιστεί µε παράγοντα µικρότερο από 3/2,

εκτός και αν P = NP [LenstraST90].

Ανοιχτό ερώτηµα : Εύρεση προσέγγισης µε παράγοντα ρ ∈ (3/2, 2).

Ελαχιστοποίηση του µέσου ϐεβαρηµένου χρόνου ολοκλήρωσης µε δεδοµένους περιορισµούς

προτεραιότητας για τις διεργασίες

Γνωστά αποτελέσµατα : 2-προσεγγιστικοί αλγόριθµοι [HallSSW96, ChekuriM99].
Ειδική περίπτωση του προβλήµατος Vertex Cover [AmbühlM06].

Ανοιχτό ερώτηµα : Βελτίωση του λόγου προσέγγισης, APX-hardness.

Ελαχιστοποίηση της συνολικής ϐεβαρηµένης καθυστέρησης

Γνωστά αποτελέσµατα : (n− 1)-προσεγγιστικός αλγόριθµος [ChengNYL05].

Ανοιχτό ερώτηµα : Βελτίωση του λόγου προσέγγισης.
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